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Introduction 
Un espace Q-formel est un espace dont le modile minimal (de Sullivan) et la 
cohomologie rationnelle ont mEme type d’homotopie. Ces espaces ont it& etudies 
par plusieurs auteurs [ll, 14, 171. Le premier exemple interessant a et& donne par 
Deligne, Griffiths, Morgan et Sullivan [7] en 1975, ils ont montre que toute 
variete Kahlerienne compacte 1-connexe est Q-formelle. Dans la premiere partie 
de ce texte nous geniralisons la notion de formalite a tout corps commutatif de 
caracteristique arbitraire et nous en donnons une caracterisation en termes du 
modele d’Adams-Hilton. 
Soient X et Y deux CW-complexes 1-connexes et soit p un nombre premier. 
Une application continue f : X- Y est appelee une p-equivalence d’homotopie si 
f, : n,(X) C?3 Z(,~)+ QT*( Y) 63 Z(,,) est un isomorphisme, Hc,I, designant le localise 
en p de B. On dit alors qu’ils ont le meme Z,,-type d’homotopie. Pour k = Z,, ou 
Q, un espace X est k-formel si son k-type d’homotopie est determine par son 
algebre de cohomologie H*(X; k). Pour Etre plus p&is, il nous faut tout d’abord 
rappeller la notion de modeles minimaux: 
Soit k un corps commutatif et X un CW-complexe 1-connexe a cohomologie de 
type fini. Dans [13] Halperin et Lemaire associent a X une algebre differentielle 
grad&e tensorielle (une k a.d.g. libre (T(V), d)), avec un quasi-isomorphisme 
p : (T(V), d)* C*(X; k) , 
verifiant: 
dV C T”(V) (condition de minimaliti) . 
Ce modele est appele modele minimal de X a coefficients dans k. A iso- 
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morphisme pres, V est determine par: 
V” z Hom(N,,+,(RX; k), k) z H”“(RX; k) 
Evidemment deux CW-complexes 1-connexes X et Y ayant le mEme k-type ont 
le mcme modi-le minimal sur k. Le modele minimal determine completement 
l’algebre de Pontrjagin H,,(RX; k) de l’espace. 
Lorsque k = Q, la don& du modele minimal fournit le type de Q-homotopie 
de l’espace. Cela n’est pas vrai en caracteristique p. En effet, considerons l’espace 
de Moore X = S” U,, e”+’ et l’espace Y = S” v S”T’. Pour k = Z,,, p un nombre 
premier, nous avons: 
H”(X; Z,,) = H*(Y; Z,,) = Z/,(11, u) 
avec deg(u) = n et deg(u) = n + 1. 
X et Y ont le meme modele minimal. Cependant X et Y n’ont pas le mEme 
p-type d’homotopie puisque les operateurs cohomologiques de Bockstein sur 
H”(X; Z,,) et H*(Y; Z,,) different. 
Un espace X, de modele minimal (T(V), d), est appele k-formel (p-formel si 
k =Z’J s’il existe un morphisme d’algebres differentielles (T(V), d) + 
(H*(X; k), 0) induisant un isomorphisme en cohomologie. 
Si un espace X est k-formel, alors l’algebre N,(RX; k) peut se deduire comme 
consequence formelle de la cohomologie. 
A chaque espace X, on peut egalement associer un autre modele devenu 
classique celui d’Adams-Hilton. Notre premier resultat consiste en l’ecriture de la 
condition de formalite dans ce modele. 
Soit X un CW-complexe, l-connexe, de type fini, pour tout anneau commutatif 
unitaire R; Adams et Hilton lui associent une algebre de chames differentielles a 
coefficients dans R, (A(X), dx) et un morphisme d’algebres differentielles 
(A(X), d,)z C,(fIX; R) induisant un isomorphisme en homologie. 
(A(X), d,) est appele le modele d’Adams-Hilton de X. 
Un CW-complexe a le meme k-type d’homotopie d’un CW-complexe k-minimal 
c’est-a-dire pour lequel le complexe des chames cellulaires est a differentielle 
nulle. La differentielle dans le modele d’Adams-Hilton d’un CW-complexe 
k-minimal n’a pas de partie lineaire. 
ThkorCme 1.4.3. Pour tout espace X, 1-connexe, ci cohomologie duns k de type 
jini, les conditions suivantes sent Cquivalentes: 
(1) X est k-formel. 
(2) Le modtle d’Adams-Hilton (A(X), d,) d t a me une diff&rentielle purement 
quadratique. 
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Comme consequence de ce theoreme, nous obtenons: 
Thborkme 1.5. Soit p un nombre premier suphieur ou &al ri 5. 
Si X est une variktt compacte n-connexe, de dimension infhieure ou &ale 6 
4n+2,alorsXestp-formelsip=5etn~2oup~7etn~1. 
Le cas oti la caracteristique est zero a et& resolu par Neisendorffer et Miller 
[16, 171. 
En s’inspirant des travaux de Halperin et Stasheff [14] et Felix [ll], dans la 
deuxieme partie, nous pouvons construire des modeles filtres et faire une theorie 
d’obstruction a la p-formalite des a.d.g. 
Nous montrons alors: 
ThCor&me 3.1. Soit X un CW-complexe fini, I-connexe et de dimension n, alors: 
X est p-formel pour presque tout p (ou une injinitt de p) si et seulement si X est 
Q-formel. 
1. Modkle d’ Adams-Hilton et p-formalit 
1.1. Notations et d@nitions 
Soit p un entier premier ou p = 0 avec Z,, = Q. Tous les espaces vectoriels, 
algebres et applications lineaires sont d&finis a coefficients dans Z,,. 
Une algebre differentielle graduee (a.d.g.) est une algebre graduee, avec une 
identite, A = ekrO A” (resp. A = $ kzO A,), munie d’une derivation d,, de 
degre + 1, (resp. -1) et telle que di = 0. On la note (A, dA). Elle est dite 
n-connexe si: A” = Z, .l et Ak = 0 pour 15 k 5 n. 
Notons ADG,, la categoric des a.d.g. n-connexes, de type fini. 
Une coalgebre grad&e (cg.) C est un espace vectoriel gradue muni de deux 
applications A : C+ C @ C et F : C* Z,, telles que: A soit associative et que F soit 
une counite. 
Une derivation, de degre q, d’une coalgebre graduee C est une application 
liniaire: 0 E Horn, 
,J 
(C, C) de degre q telle que: si AC = c, c: @ cy alors: 
ABC = c e(c;) @ 4 + (-I)“““&; @ e(c:‘) . 
Une coalgebre differentielle graduee est une cg. C, munie d’une derivation a,., 
de degre -1 et de carre nul (at. = 0). 
L’espace vectoriel des primitifs P(C) est le noyau de la diagonale reduite. 
Notons CDG,, la categoric des c.d.g. n-connexes, de type fini. 
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1.2. Bar et cobar constructions 
1.2.1. Bar construction [lo]. C’est le foncteur B : ADG, + CDG,, dCfini comme 
suit: 
Si (A, d) est une algkbre diffkrentielle graduke, 1-connexe, ii = el-_, A”, 
alors: B(A) = (TsA, D) oti TsA est l’algkbre tensorielle engendrte par sA. 
B(A) est munie d’une structure de coalgkbre oti la diagonale rkduite est donnke 
par: 
n-l 
&sa, 8.. . @SO,,)= C (sa,~...~~sa,)~((sa,+,~...~~u,) 
q=l 
La counitC et la coagumentation sont les applications canoniques, respectivement, 
TsA + Z, et Z,, * TsA. 
La diffkrentielle D a une partie linkaire d, et une partie quadratique d2 dkfinies 
comme suit: 
II 
= -c (_l)+)sa, (g 
et 
d,(sa, 8. . . C3 sa,,) 
= -2 (-q”“~“sa, @ 
i=l 
avec q(i) = C’,=, (suk( et q(O) = 1. 
. . 
1.2.2. Cobar construction [l]. C’est le foncteur F : CDG,,-+ ADG, dCfini par: 
Si (C, d) est une coalgkbre diffkrentielle, graduke, coaugmentke, connexe 
alors: 
F(C) = (Ts-‘c, D) 
oii c est l’idial de coaugmentation de C. 
La loi d’algkbre sur F(C) = T(s-‘c) est don&e par: 
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= -z (-l)~Vs-‘c, 8. . . @&_, 
d,(sF’c, 8. * +3s-1c,,) 
= ,g, (_ly(‘-‘) c (-l)lr:,l+‘s-‘C, 0.. . @&_I 
II 
~s-‘c~,~s-‘c~~~~~~~s-‘c,) 
oii la valeur de la diagonale rkduite a en c, est: 
v(i) = i (s-& ) v(O) = 1 . 
k=l 
Pour tout objet (A, d) de ADG, et tout objet (C, d) de CDG,,, considkrons les 
morphismes naturels: 
&::B(A,d)+(A,d), 
p : BF(C, a> +(C, a> ) 
- 
6~ : FB(A, d) = ( W'TsA, D)+ (A, d) . 
& est l’application nulle sur s-‘T”sA et l’isomorphisme canonique s-‘sA z A sur 
b : BF(C, a) = (TSTS-‘C, 0) t(C, a> 
est l’unique relkvement de l’application linkaire: 
C-+ s-‘C+ Ts-‘C- sTs-‘C . 
1.2.3. Proposition [12]. & et b sont des isomorphismes. 
1.2.4. Dual de la bar construction. Si A = @krO Ak est 
type fini (resp. A = @ kz,, A, une a.d.g. connexe, de 
0 
une a.d.g. 1-connexe, de 
type fini); on dkfinit le 
32 M. El haouari 
foncteur R comme &ant le dual de la bar construction: 
R(A) = #B(A) = F(#A) . 
La Proposition 1.2.3. entrame que l’application naturelle: O’(A)+ A est un 
quasi-isomorphisme (R = G 0 0). 
Remarque. L’hypothese: A de type fini, est necessaire pour avoir une structure 
naturelle de coalgebre sur le dual de A, c’est la structure duale de la loi d’algebre 
sur A. En plus, dans ce cas, on a: F(#A) = #B(A). 
1.2.5. Lemme [12]. Le foncteur cobar F : CDG, + ADG, p&serve les quasi- 
isomorphismes. Cl 
1.3. Homotopie entre morphismes [5] 
Comme deja dit en 1, la suspension d’un espace vectoriel grad& V est l’espace 
vectoriel sV defini par: (sV)” = Vn+‘. 
On note par su l’element de s qui correspond a l’element u de V. 
Soit A = (T(V), d) une a.d.g. libre. 
On definit A x I comme &ant 1’a.d.g. libre T(V’ $ V”$ sV) ori V’ et V” sont 
deux copies de V, et oti la differentielle d est donnee sur les generateurs de V’ et 
V” comme dans A, et sur sV de la man&e suivante: notons S : A -+ A X I 
l’application d’espaces vectoriels grad& de degre -1 definie par: 
pourtoutudev: S(U)=SUEAXZ, 
pour tout x, y dans A : S(x By) = S(x) By” + (- 1)“‘~’ @ S(y) . 
La differentielle d est alors definie sur sV par la formule: 
pour su dans sV : d(su) = u” - u’ - Sdu . 
Les inclusions canoniques i’,i” : A + A x I, qui identifient V B V’ et V”, respec- 
tivement, sont des morphismes d’a.d.g. Elles sont homotopes (au sens des 
complexes): 
i”- i’ = Sd + dS 
DCfinition. Soit B une a.d.g. libre ou non, et f,g : A* B deux morphismes 
d’a.d.g. On dit que f et g sont homotopes s’il existe un morphisme d’a.d.g.: 
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et alors: f-g=Hoi’-Hoi”=Hsd-dHs. 
1.3.1. Lemme de relkvement. Pour tout diagramme commutatif: 
PA 
h/ f / I T(G)- c fi 
02 f est un quasi-isomorphisme d’a.d.g. avec H(A) de typefini et g un morphisme 
d’a.d.g. de source une algebre libre I-connexe et verifiant la condition de nilpo- 
tence, il existe h : T(V)+ A un morphisme d’a.d.g. tel que fo h et g soient 
homotopes. 0 
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1.4.1. Dbfinition. Un espace 1-connexe X est p-formel s’il existe un quasi- 
isomorphisme d’algebres differentielles: 
(T(V), d)+ (H*(X; Z,), 0) , 
oti (T(V), d) designe le modele minimal de X a coefficients dans Z,, 
Pour caracteriser les espaces p-formels en termes du modele d’Adams-Hilton, 
nous allons d’abord munir l’algebre Ts-‘H,(X; Zp) de la differentielle d’ proven- 
ant de la cobar construction. Soit {b,], b,, . . .} une base de H,(X; Z,), en 
bijection avec les cellules de X, le modele d’Adams-Hilton A(X) est alors 
l’algebre associative libre engendree par les a, = s-lb,. 
1.4.2. Lemme (3, p. 3351. Avec les notations prtctdentes, la diffe’rentielle d, sur 
l’algtbre d' Adams-Hilton est donne’e par: 
dx(a,) = d’(a;) + n , R E T’“(a,) . 0 
Notons d,(a,) la partie quadratique de d,(a,): 
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1.4.3. ThCor&me. Pour tout espace X, 1-connexe, d cohomologie dans iTIp de type 
jini, les conditions suivantes sont tquivalentes: 
(1) X est p-formel. 
(2) Le modgle d’Adams-Hilton (A(X), d,) admet une difft!rentielle purement 
quadratique. 
Dimonstration. (1) +(2) Soit C:(X; Z,,) le complexe de chames difini par 
Adams dans [l]; muni de la diagonale standard (tech-Alexander), C:(X; Z,,) est 
une coalgebre 1-connexe. 
La cobar construction sur Ci(X; Z,,) induit un quasi-isomorphisme [l, p. 4111: 
0$(X; Z,)A C*(fiX; Z,,) . 
D’autre part, la c_on;iruction d’Adams-Hilton nous donne le TV-modele minimal 
de fix: (A(X), d)i C,(OX; Z,,) avec d” = d2 + d, + . . . . 
Le Lemme de relevement 1.3.1 applique au diagramme: 
(A(X), d”)A C,(f2X; Z/J 
fournit un quasi-isomorphisme: (A(X), d”)-‘: FC:(X; Zp) avec 0,~ 0 et O2 
homotopes. 
Le foncteur bar construction et la Proposition 1.2.3 nous donnent des quasi- 
isomorphismes de coalgebres: 
G(X; z/J 
+ 
B(A(X), d)$+B(A(X), d”) + BFC:(X; ZJ 
D’autre part, par hypothese il existe des quasi-isomorphismes: 
cTw; q,> = #cQX; Z,,) 
/ 
(T(V), 4 (1) 
(H*(X; Z,,>, 0) 
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Appliquons le Lemme de relevement 1.3.1 au diagramme: 
On obtient un quasi-isomorphisme: 
(w77 4+ #BFC$X; Z,) . 
La composee de Y et #B(O) est un quasi-isomorphisme: 
(T(V), d)- #B(A(X), 2) 
dont le dual est le quasi-isomorphsime, note f. 
B(A(X), d”) & #((VI 4; Zp) . 
Le diagramme (1) fournit des quasi-isomorphismes: 
H*(X; q > +-+ #((WY, 4; q> 
et 
FH*(X; q> q F#((T(V), d); ZJ . 
Appliquons une nouvelle fois le lemme de relevement au diagramme: 
WA(X), d”) 
= F(f) 1 
Fff*(X; q> -fy+ F#((T(V), d); z&J 
On deduit un quasi-isomorphisme d’a.d.g. de type fini: 
FH,(z; H,)+ WA(X), d”) 
Une nouvelle application de la Proposition 1.2.3 donne alors un quasi-isomorphis- 
me, qui est la composee suivante: 
FH*W; qJ = -% FB(A(X), d”) -+ (A(X), d”) 
entre deux modeles minimaux qui s’avere etre un isomorphisme. 
36 M. El haouari 
(2) 3 (1) On suppose que le modele d’Adams-Hilton (A(X), d,) admet une 
differentielle purement quadratique d,; celle-ci coi’ncide avec d’ d’apres le 
Lemme 1.4.2, il existe alors un isomorphisme: 
FH,(X; Z,,+ (A(X), 2). 
On reprend les mzmes notations que pour la demonstration preddente; on a 
un quasi-isomorphisme: 
(A(X), ii)+ FC:(X; Z,,) 
La composie de ce dernier avec g est: 
Prenons 
FH*(X; qJ + FC:(X; q . 
la bar construction de 0 0 g: 
BFHJX; Z,)$% BFC:(X; z/J 
Sa compode avec 
H*(X; Z,],++ BFH,(X; z/J 
est un quasi-isomorphisme (Y: 
H,(X; .q+ fww; ,>I 
dont le dual est: 
#BFCk(X; Z,)++ H*(X; z/J. 
Soit maintenant 
(T(V)> d)--lf, CT(X; Z,,) 
le TV-modele minimal de X a coefficients dans Z,, ; considerons le diagramme 
suivant: 
(TV’)> 4 + cy(x; Z,J = #CL(X; ZJ 
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Le Lemme de relevement 1.3.1 entraGre l’existence d’un quasi-isomorphisme 
(T(V), d)GH*(X; Z,,) et l’assertion (1). 0 
La premiere application concerne le lien entre la Q-formalite et la 0-formalite. 
Rappelons les deux definitions: 
Un espace X est Q-formel (au sens de Sullivan) si les a.d.g.c. A,,(X) et 
(H*(X; a), 0) ont le meme modele minimal. 
Un espace X est 0-formel (en 7V-modele) si les a.d.g. C*(X; 0) et 
(H*(X; O), 0) ont le meme TV-modele minimal sur Z,, = Q. 
Merle a montre dans sa these [15] qu’un espace X est UJ!-formel si son modele 
d’Adams-Hilton a une diffirentielle purement quadratique. Du Theo&me 1.4.3 
on deduit l’equivalence des deux definitions. Le Theoreme 1.4.3. fournit un grand 
nombre d’espaces p-formels pour tout p. En effet: 
1.4.4. Proposition. Tout CW-complexe jini n-connexe, de dimension m, avec 
m 53n + 1, n 2 1, est p-formel. 
Dkmonstration. Soit X = e” U e”+’ U . . . U em avec m 5 3n + 1. Le modile 
d’Adams-Hilton est donne par: (A(X), d,) = (T(a,, a,,,, . . , a,,_,), d,) oti 
[ai1 = i. 
L’ensemble des elements T”(V) de longueur supirieure ou egale a 3 est 
concentre en degre superieur on Cgal a 3n. Comme la differentielle est de degre 
- 1, necessairement d(a,) E T=?(V). Ce qui prouve que d, est purement quad- 
ratique et X est p-formel. 0 
1.5. ThCoreme. Soit p un nombre premier supe’rieur ou &al Li 5. 
Si X est une varittk compacte n-connexe, de dimension infhieure ou igale h 
4n + 2, alors X est p-formel si p = 5 et n P 2 ou p 2 7 et n 2 1. 
DCmonstration. On pose dim X = m, et on suppose que m 5 4n -t 2. 
D’apres le Theoreme 1.4.3, il suffit de montrer que (A(X), d,) et 
(Ts-‘H,(X; Z,,), d’) sont isomorphes. Notons (A(X), d,) = (T(V), d). 
On rappelle que V est en bijection avec s -rH,(X; Z,,). Notons p un Clement de 
V representant la classe fondamentale. 
Pour des raisons de degre, la differentielle est partout quadratique sauf peut 
etre pour p. 
Pour continuer, nous devons Ctudier la forme de d,( /-L) [9]: 
On a d,(p) de degre 4n. Comme dim X = m f pn (le cas du Theoreme 1.5). 
Anick montre dans [4] qu’il existe une algebre de Lie grad&e differen- 
tielle il et des isomorphismes d’algebres de Hopf: 
H,(U[L(V), d)%&(A(X), d,) z H,(OX; Z,) 
oti UL(V) est munie de la structure naturelle d’algebre de Hopf. 
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En plus d,( II) = y ou [y] est un primitif dans 
H,(A(X), d,) = H,(UIL(s-‘H&x-; z,,)) . 
Pour des raisons de dimension, la longueur de y est au plus Cgale a 4. Ainsi: 
[rl E P~*vL&(~-‘~*(x; q>> . 
11 suit que: 
~~*vLJ(~-‘~*(X; Z,)) = PU,,H*(5(s-1H*(X; Z,)) 
Done: 
[rl E ~~,,~*(W’~*(X; qJ>. 
Si IL est une algebre de Lie sur Z,,, de base {x,}, P(U5) a pour base 
{x,> u {x,p, x:’ , . . . 1 x, de degre pair} [6, Proposition 2.81. 
Ce resultat montre que y peut etre represente par un crochet. (I1 ne peut avoir 
dans l’expression de y des piemes puissances, puisque pour tout generateur x de 
L(V), xp est au moins de degre pn, qui est suptrieur au degre de d,(p) = y, a 
savoir 4n (car p 2 5)). 
Puisque dans l’expression de d,(w) tous les termes sont en longueur au plus 
4n, alors ils sont de longueur 2, 3 ou 4. 
Maintenant, on peut terminer la demonstration du theoreme comme Miller 
[16]. 11 s’agit de choisir une base (xi) d’eliments de Il(sF’N,(X; Z,)), de longueur 
3 et 4, en dimension 4n; et d’exprimer d,(p) dans cette base. Enfin, il definit 
explicitement, sur les elements de la base, une application d’algebres: 
T : T(s-‘HJX; Z,), d’)+ T(s-‘f&(X; Z,), d,) 
qui donne l’isomorphisme cherche. Nous renvoyons a [9] et [16] pour le 
detail. 0 
Corollaire. Toute varittL; compacte 1-connexe, de dimension n 5 6, est p-formelle 
(pz”). q 
2. ThCorie de la dkformation. Obstruction i la pformali3 
Dans le cas rationnel, la thiorie de la deformation permet l’etude des types 
d’homotopie rationnelle a algebre de cohomologie rationnelle fix&e. Halperin et 
Stasheff ont entrepris les premiers travaux dans ce sens. 11s ont construit un 
p- Fortnalitt des espaces 39 
modkle bigraduC (AZ, d) d’une algkbre graduke commutative H, et un modkle 
filtrC (AZ, D) d’une alg&bre diffkrentielle grad&e commutative (A, dA); et h 
partir de ces algkbres ils ont construit des obstructions B la formalit [14]. 
F6Iix a am&or6 les obstructions en les inteprktant comme classes de 
cohomologie filtrCe [ll]. Nous pouvons [8] faire une thCorie d’obstruction sur k; 
la dimarche est similaire avec le cas rationnel; la seule diffkrence est que nous 
devons remplacer les exponentiels de dirivations par des isomorphismes f difinis 
en 2.3.3. 
2.1. Modtle bigradut tensoriel 
Soit H une alg8bre graduke connexe. On peut la considCrer comme &ant une 
a.d.g. avec d = 0. 
On peut construire des espaces r/;,, V,, . . . et une diffirentielle d sur T(V), 
homogcne, de degrC infkrieur -1. On pose V= @nrO V,, et V&, = V, @V, @ 
. . . $ Vn; il est clair que T(V+,,) est stable par d. 
2.1.1. Proposition [9]. L’algZbre diffirentielle (T(V), d) posside les propriitds 
suivantes: 
(1) p* : H,( T(V), d)-+ H est un isomorphisme. 
(2) H+(W), d) = 0. 
(3) (T(V), d) -% (H, 0) est le mod6le minimal de H. 
De plus si 7~ : (C, d,)*(H, 0) est un morphisme d’a.d.g. tel que C = 
-&z-O.&l Cf: est une al$bre bigraduke minimale, d, est homogtne de deg& 
infirieur ci - 1, rr+ (C) = 0 et 15s conditions (1) et (2) sont vtrifites, alors il existe un 
isomorphisme cp : (T(V), d)G (C, d,.), h omog&e de bide@ z&o et tel que 
rrocp=p. 0 
2.1.2. DCfinition. p : (T(V), d); (H, 0) est appelk le modkle bigraduk tensoriel 
minimal de H. 
2.1.3. Lemme. (i) (T(V)),, f’ker d C T+(V)@ T’(V), n 2 1. 
(ii) V, = C PzI v,p, nro. 0 
2.1.4. Remarques. (1) H est de type fini (en tant qu’espace vectoriel grad&) si et 
seulement si chaque V, est de type fini. 
(2) Soit H une a.g. commutative. 
H est finiment engendrie comme algkbre si et seulement si chaque V,, est de 
dimension finie. 
(3) Si Hq = 0, 1 cr q % 1 et HO = Z, alors Vz = 0 pour 0 f q cc (n + 1)l. 
2.2. ModtYe jilt& tensoriel 
2.2.1. Notations. Soit (A, dA) une a.d.g. avec H(A) connexe, et soit 
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(T(V), 42 (H(A), 0) 1 e modkle bigraduk tensoriel de H(A). On filtre T(V) par: 
F,(W)) = c (VV), , n = 0,1,2,. . . 3 
c’est une filtration croissante. 
Une application linkaire cp : T(V) + T(V) baisse la filtration si (p(F,(T(V))) C 
F,_,(T(V)) pour tout II. 
Si cp est une dkrivation, il est facile de voir que ceci est Cquivalent 8: 
cp(V,,) = F,,?,(V)). 
2.2.2. Proposition [9]. Soit (A, d,) une a.d.g avec H(A) connexe, et soit 
P : (T(V), d)+ (H(A), 0) 1 e modtle bigradut tensoriel de H(A). Alors il existe une 
a.d.g. (T(V), D) et un morphisme: 
7~ : (T(V), D>- (A, d/,) 
tel que: 
(E,) D - d : V,-t F,,_,(T(V)); n 2 0. 
(6) [no] = p(u) pour u E T(V)). 
(E3) rr* est un isomorphisme. 
En plus, si r’ : (T(V), D’)-+ (A, d,) vtrifie les conditions (E,), alors il existe 
un isomorphisme cp : (T(V), D)+(T(V). 0’) tel que: 
(U , ) cp - id est une application baissant la filtration. 
(U2) rr’cp est homotope & 7~ : (T(V), D)-+(A, dA). 0 
2.2.3. DCfinition. (T(V), 0): (A, dA) est appelC le modkle filtre tensoriel de 
(A> d,). 
2.3. Theorie d’obstruction 
2.3.1. Dkfinition de la k-formalit& Une a.d.g. (A, dA) avec H”(A, dA) connexe 
et de type fini est dite p-formelle si elle a le mEme k-type d’homotopie que 
(WA), 0). 
2.3.2. Proposition. Soit (A, dA) une a.d.g., avec H”(A, dA) connexe et de type 
fini, et soit (T(V), D)*(A, dA) son modtle jiltri tensoriel, alors: (A, d,) est 
k-formelle si et seulement si il existe un isomorphisme f : (T(V), D) + (T(V), d) 
tel que f - id baisse la filtration. 0 
2.3.3. Difinition des A. Soit f, : T(V) + T(V) un CltZment de Ap(T(V), d). On 
definit 1 : T(V)+ T(V) par: 
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Si u E V, : A(u) = u + L(u), et on prolonge en un morphisme d’algebres: 
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Si u E T(V), u’E T(V) : i(u + u’) =J(u) +x(u’) , 
i(u. u’) =J(u). i(d). 
2.3.4. Lemme. (1) Si u E (T(V)),: J(u) = u +i(u) + w,(u), ati w,(u) c 
(v?)P-1. 
2.3.5. Dkfinition des D,-diffkrentielles. Soit (T(V), d) un modele bigradue ten- 
soriel; une diffirentielle sur T(V) est dite de type D, (i 2 1) si elle peut s’ecrire 
sous la forme: d + d,+, + d,+? +. . ., oti pour s 2 i + 1: d,(V,,) C (T(V)),,_,, pour 
tout y1. 
Exemple. La differentielle D du modele filtre tensoriel d’une a.g. (A, dA) est de 
type Dr. 
2.3.6. Lemme. Soient D une diffbrentielle de type D, sur un rnodile bigraduk 
tensoriel (T(V), d), etf, urz tltmentdeAj’(T(V),d) (iml). Onpose s=iDfr’, 
alors : 
(a) l? est une diffhentielle sur T(V). 
(b) Si di+, = [d, f,] alors b est de type D,,, sur T(V). q 
2.3.7. Obstruction h la k-formalit& On rappelle qu’une a.d.g. (A, d) est k- 
formelle si et seulement si il existe un isomorphisme f : (T(V), D) + (T(V), d) 
tel que (f - id) baisse la filtration d’au-moins une unite (Proposition 2.3.2). 





pour r = 0: A”(A, dA) 
={818EDer”A,0=8,,+0,+...avec 
0, : A,-, A,-, et f?,d, = d,0,,} . 
donne par le crochet: S(0) = [dA, 0]= d, .O - (-l)de”HO. d,. 
probleme de la k-formalite revient a trouver des obstructions a la realisation 
isomorphisme f : (T(V), D)+ (T(V), d) qui s’ecrit comme composee de- 
croissante d’isomorphismes k (i 2 1) oh i E A:‘(T(V), d). 
2.3.8. Construction des obstructions. Supposons qu’il existe un isomorphisme 
f : (T(V), D)-, (T(V), d) tel que f = id + f, + f, + . . . oti f; baisse la graduation 
inferieure de i-unites. 
42 M. El haouuri 
Comme f(xy) =f(x)f( y), il est clair que f, est un element de Ao(T(V), d). 
D’un autre tote D = d + dz + d, + . . . et Df = fd impliquent que d, = [d, f,], 
c’est-a-dire: [ d2] = 0 dans JY: (T(V), d) 
On definit la premiere obstruction O,(D) = [d2] E ,H:(T(V), d). 
Une fois cette obstruction levee, on considere la composee: 
- 
(Z’(V), -TI-‘D -T+ (T(V), D++-(V), d) 
+D -7,) t es une differentielle de type D, on la note 0;. On a: 0; = 
d+d;+dj+.... 
En plus;foq,=id+f;+f;+.... 
De meme, f; est Clement de Ai(T(V), d) et d; = [d, fi] c’est a dire [di] = 0 
dans .Hi(T(V), d). 
Celle-ci constitue la seconde obstruction O,(D) = [di] dans .Hi(T(V), d). 
En r&t&ant ce m&me raisonnement, on realise ainsi une suite d’obstructions 
O,,(D) E .K0(V)> 4. 
Remarque. On peut de la mEme facon aborder le probleme d’obstructions en 
partant d’un modele bigradue tensoriel de H(A), non nicessairement minimal. 
2.4. ThkorGme [9]. Soit (A, d,) une a.d.g., avec H*(A, dA) connexe et de type 
jini, alors: 
(1) Les obstructions d$nies en (2.3.8) sont natwelles. 
(2) (A, dA) est k-f ormelle si et seulement si toutes les obstructions sont nulles. 
(3) Supposons Hq(A) = 0 pour 1~ q 5 1 et q > m. 
Alors A est k-formelle si et seulement O,,(D) = 0 pour 1 ST n 5 (m - 2) I1 - 1. q 
3. Cl&Formalit et p-formaliti 
Le lien entre la Q-formalite et la p-formalite n’est pas evident: 
(i) La Q-formalite n’implique pas toujours la p-formalite. Un contre exemple 
a ete don& par Ekedahl dans [S]. 
L’espace d’Eilenberg-Mac Lane X = K(Z, 3) est un espace Q-formel qui n’est 
pas p-formel (p # 2 et p # 0). 
(ii) I1 existe des espaces qui sont p-formels pour un certain premier p et qui ne 
sont pas Q-formels. On donne comme exemple X = (S; v S:) U,, ex oti w designe 
le crochet de Whitehead: w = [S:, [ST, Sz]]. (I1 suffit de voir la differentielle dans 
le modele d-Adams-Hilton de X.) 
Cependant, dans le cas ou l’espace X est l-connexe et de dimension n, on peut 
demontrer le theoreme suivant: 
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3.1. ThCori2me. Soit X un CW-complexe, jini, 1-connexe de dimension n, alors: 
X est p-formel pour presque tout p (ou une infinitt de p) si et seulement si X est 
Q-formel. 
Dkmonstration. Nous pouvons, comme aux paragraphes 2.1 et 2.2, construire un 
modkle bigraduk et un modtile filtrk de X sur Z. Ces modkles ne sont plus uniques 
A isomorphisme prks, car nous ne pouvons plus imposer la minimalitt?. Celle-ci 
importe en soi t&s peu, car les obstructions n’ont jamais dCpendu du caractkre 
minimal du modkle bigraduk. Nous pouvons nkanmoins le supposer de type fini. 
Un modkle filtrk sur Z est quasi-isomorphe i I’algibre de cochafnes de l’espace X 
h coefficients entiers. Le complexe itant form6 de groupes abkliens libres; en le 
tensorisant par z,, au dessus de z, il donne un modkle filtrk de X sur Z,. 
Soit P = {p 1 p est premier et 3x E X*(X, Z) tel que x soit de p-torsion}. 
Notons (T(Z), D) un modkle filtrk de X sur z. 
On a: D = d + d, + d, + . . -, avec di qui baisse la filtration de i-unit&. 
ConsidCrons la premikre obstruction [d2]. 
Pour p$?P, (Tz,,(Z), D @lE,,) et (T,(Z), Dal,) sont des modkles filtrks de 
X sur Z, et Q. 
Soit ( Y;),~,~,~ une base homogkne de Z, et (z,),~;_ une base homog&ne de Z,. 
Toute application linkaire cp : Z, + (T(Z)), s’ktend en un(T(Z)),-homomor- 
phisme de (T(Z)), dans (T(Z)),,. Cela d&nit une application linkaire: 
P : Hom”(Z, 7 O”(ZN,)~ Hom&,,,,,((T(Z)),, GW),,) 
Pour 1 5 i 5 r, notons pi la projection: 
Hom”((T(Z)),, (~(Z)),d+ (71Z),)““t’ , 
dkfinie par: p,(p) = cp(dz,). 
p, est liniaire. 
On note: V= n:=, (T(Z),,)“,‘+‘. 
V est un Z-module libre finiment engendrk. DCsignons par W, le sous Z-module 
de V image de la cornpoke: 
,fi P,P : Hom”(G WM- fi UV),~)““+’ . 
i=l 
On pose: W= W, + n;=, [d(TZ),]“~‘+‘. 
nr=, d2(zi) est un ilCment de V et la premikre obstruction i la p-formalit est 
la classe CY~ de HI= 1 d,(zi) dans V/W @ Z, (p premier, p @ P et Z, = Q!). 
Comme V/W est un Z-module finiment engendrk, il s’krit sous la forme: 
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ou les z,, sont des Z-modules cycliques correspondant a des elements r, (r, E i?*) 
avec ri/rr+, quand (15 i 5 m’ - 1). 
La classe cy de n:=, d,(zi) dans V/W s’ecrit alors de la man&e suivante: 
n=zrz;e,+( avecn,EZ et tET. 
X ext p-formel pour p > rm, 3 ni = 0 (mod p) ( p > r,,). 
Ainsi X est p-formel pour une infinite de p entrame que n, = 0 (mod p) pour 
une infinite de p, c’est-a-dire si et seulement si (Y E T. 
On deduit alors que la classe CY~, est nulle pour une infinite de p (p > r,. , 
p j??P), si et seulement si (Y(, est nulle sur Z,, = Q. 
Par suite la premiere obstruction a la p-formalite, pour une infinite de p, est 
nulle si et seulement si la premiere obstruction sur Z,, = Q est nulle. 
Posons R = Z[l lp, , . . ,1 lp,.] le sous-anneau de Q contenant tous les inverses 
des nombres premiers qui divisent r,,,, ou p E P. 
11 est clair que: [dZ] = 0 sur R; il existe alors cp, un element de Ao(T,(Z), d) 
verifiant: d, = [d, cp,]. 
Considerons l’isomorphisme +, : (T,<(Z), b)- (TR(Z), D) definie en 2.3.3 
avecb)=d+d;+dj+.... 
La deuxieme obstruction a la p-formalite ( p = 0 ou p premier) est [d; @J lz,,], 
(~>r ,,,, , PFP) car R@~,l=~, pour~>r,,,., P@P 
Notons par (u,),_~, une base de Z,. Toute application lineaire homogene 
cp’ : Z?+ TR(Z,,) se prolonge en un (T,(Z),)-homomorphisme de (TJZ)?)+ 
TR(ZO). Ceci d&nit une application lineaire: 
P’ : Hom”(Z,, T (Z,,))~Hom”(T,(Z)Z, TR(ZO)) 
Pour 15 i 5 t, notons p: la projection: 
P: : Hom”(T,(Z),, T&J)+ (TR(Zo))“if’+’ , 
difinie par: pi(q) = cp(du,). p: est lineaire. 
Notons V’ = Hi=, (TR(Z,,))‘f‘z’+‘, c’est un R-module libre finiment engendre. 
Soit Wi le sous R-module de V image de la cornpoke: 
fi p: p’ : Hom”(Z,, TR(Z,,))-+ fi (TR(ZO))IUl’+’ . 
r=l r=l 
On pose: W’ = W{ + n:=, [d(TR(Z))z]“‘f’+’ 
:e uo ‘u ~ues!~!p d Dam Ida .ms 
7amlo3 ,s A (;s x ,“s) O-x 
:I? II0 ‘U/[3‘2)]-,=,, :alqeyA ap ~uauIa%ey~ al aq lnad uo ‘a3, .ms 
‘[[9 ‘271 ‘D] = ap $3 [q ‘a]u = 3p 
‘0 = qp = op 3aAe (p ‘(a ‘3 ‘q ‘fl)~) :s~ole Isa z ms uo~l!~-surep~~p aj?pour a~ 
0 ylvynos wIns?l al auuop 
1’p.z auyog~ al ‘s!o3 ap ~ULJ alqurou un ?p?Dold auras aI ~a.q+ lnad uo 
.cyn luas!A!p !nb 
sla!tua.td sa1 snol luamozwd ‘b sal ~0 [‘“b/ 1‘ . . . ‘ lb/ 11~ ms 0 = [fp] snld aa 
‘a3, = (Q Ins a[Inu Isa uoymlsqo atyxnap el !s wauIaInas Ia IS aIInu 
isa ‘d ap y!ugu! aun mod ‘yy_xmo~-d q ? uopmwqo auyxnap el agns .xk?d 
‘0 = ‘Q Ins aljnu Isa ‘$j !s 
watuap-tas Ia IS (*“a < d) d ap ~~!LILJU~ aunmod a[lnu Isa “g/ anb S.IOIE lyp?p ug 
.rYn-cdla ,~F-!F-TA 
(d) pour 0 G ‘A anb anbgdw! d ap yy~ur aun mod Iawo3-d IS _ry ysu!v 
.(d)poLLl()z’n+ syn < d mod lamo3-d Isa x 
:awlo3 el snos s~op2 
1y?,s I! ‘ypuai’ha wawg ay-tpour-y un ,M/,A Ia pzdpupd neauue un $ue$? u 
.(cD = Oz 
Ia dad 'fur < d ‘la!tuald d) do@ ,M/,A suep (‘n)tp “:JJ ap “d assep IZI Isa 
ypmuo~-d e[ y uo!wwsqo auyxnap el $a ,A swp Isa (‘n)fp ‘=:JJ $uauI?Ia,7 
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X;(Sz v S;f U e”) v Sh 
I’ Ia,Ia,hll 
n’est pas p-formel (d’apris le Theoreme 1.4.3). 
Exemple 2. 
X = (Sz v Sz v S,‘) ; eH oti w = [a, [a, b]] + p[a, e] . 
Le modele d’Adams-Hilton sur Z est alors: (T(a, b, e, f), d) avec da = db = 
de = 0 et df= [a, [a, b]] + p[a, e]. 
Sur Q, on peut faire le changement de variable: e’ = pe + [a, 61, on a: 
X-d (Ss x S:) v Si formel. 
Sur Z,, on a: 
X; (Si v s;l 
,J ,2b,, e”) v s” 
n’est pas p-formel (d’apres le Theoreme 1.4.3). 
Exemple 3. 
X= (S,” v Sz v Sd) U 
pr+[a,bl 
Le modele d’Adams-Hilton sur Z est alors: (T(u, b, e, f, g), d) avec da = 
db = de = 0, df= pe + [a, b] et dg = [a, [a, b]]. 
Sur Q, on peut rendre minimal en posant: e’ = pe + [a, b], on obtient: 
qui n’est pas formel. 
Sur ZI,, on obtient: 
qui est p-formel (on pose g’ = g - [a, f]). 
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